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PARAMETRYCZNA DOMINACJA PROBABILISTYCZNA
— MODEL WIELOKRYTERIALNY

Przedstawiono modyfikacje definicji dominacji probabilistycznej. Wprowadzono maksymalny
poziom prawdopodobienstwa, dla ktorego zachodzi relacja dominacji probabilistycznej migdzy
dwoma zmiennymi losowymi B™. Zdefiniowano parametryczna dominacje stochastyczng PPD wy-
korzystujac S™ oraz nowy parametr S, pozwalajacy na okreslenie sity dominacji. Nastepnie zapre-
zentowano wykorzystanie parametrycznej dominacji probabilistycznej PPD do rozwiazywania pro-
bleméw wielokryterialnych.

Stowa kluczowe: dominacja probabilistyczna, parametryczna dominacja stochastyczna, dominacja
stochastyczna, analiza wielokryterialna

W pracy przedstawiono wybrane elementy teorii dominacji stochastycznych i do-
minacji probabilistycznej oraz ich wykorzystanie w wielokryterialnych problemach
wspomagania decyzji.

Zaprezentowano rozwinigcie definicji dominacji probabilistycznej oraz definicje
1 sposdb wyznaczania parametrycznej dominacji probabilistycznej. Autor przedstawit
takze implementacj¢ zaproponowanej definicji na gruncie programowania wielokryte-
rialnego, naswietlajac korzysci plynace z wykorzystania nowego podejscia do okre-
$lania preferencji decydenta.

Punktem wyjscia do nowego podejécia byta metoda Martela i Zarasia, wykorzystu-
jaca do rozwiazywania probleméw wielokryterialnych dominacje stochastyczne
1 probabilistyczne [6]. Wykorzystuje ona podejscie szkoly amerykanskiej, ktorej przed-
stawicielami sa Keeney i Raiffa [3], tworcy wieloatrybutowej teorii uzytecznosci, oraz
szkoly frankofonskiej wykorzystujacej relacje przewyzszania, ktorej najwybitniejszym
przedstawicielem jest Roy [8]. Byla ona rozwinigciem metody opartej wylacznie na
relacjach dominacji stochastycznych [4], [5], [6] i miala pomb6c rozwiazywaé sytuacje
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decyzyjne, ktorych nie rozstrzygaja relacje dominacji stochastycznych. Relacje te maja
zastosowanie tylko dla pewnych klas funkcji uzytecznosci i nie zawsze moga by¢ wyko-
rzystane do okreslania preferencji decydenta.

Niestety metoda wykorzystujaca dominacje stochastyczne i probabilistyczne nadal
pozostawiata wiele niewyjasnionych relacji na etapie budowania globalnej relacji prefe-
rencji pomi¢dzy wszystkimi parami wariantéw w problemie wielokryterialnym. W mo-
delach wielokryterialnych, gdzie kryteria sa przeciwstawne, ta sytuacja zdarza si¢ bar-
dzo czegsto. Wykorzystanie zaproponowanej w opracowaniu metody, wykorzystujacej
parametryczna dominacje probabilistyczna pozwala w wielu takich przypadkach na
zbudowanie doktadniejszej globalnej relacji preferencji przez okreslenie wigkszej liczby
globalnych relacji czg$ciowych pomigdzy poszczegdlnymi wariantami.

Pierwsza czg$¢ opracowania jest poswigcona dominacji stochastycznej. W drugiej
przedstawiono modyfikacje definicji dominacji probabilistycznej — parametryczna
dominacje probabilistyczng. W trzeciej czgsSci autor omowil wykorzystanie nowej
definicji w wielokryterialnym wspomaganiu decyzji, prezentujac na przyktadach
zmodyfikowana metodg analizy wielokryterialne;j.

1. Dominacje stochastyczne

Dominacjg stochastyczna pierwszego stopnia FSD (First Stochastic Dominance)
zdefiniowali J. P. Quirk i R. Saposnik w swojej pracy Admissibility and Measurable
Utility Functions [7] w 1962 r. W 1969 roku J. Hadar i W.R. Russel przedstawili do-
minacj¢ stochastyczna drugiego stopnia SSD (Second Stochastic Dominance) [2].
W 1970 roku G.A. Whitemore zaproponowat dominacje stochastyczng trzeciego
stopnia TSD (Third Stochastic Dominance) [10].

Niech zmienna losowa X bedzie okreslona na przedziale [a, b] i ma dystrybuante
F;oraz zmienna losowa Y bedzie okreSlona na przedziale [a, b] 1 ma dystrybuantg F,
wowczas zmienna losowa X dominuje zmienng losowa Y i jest to dominacja stocha-
styczna stopnia pierwszego, gdy spetnione sg nastepujace warunki [7]:

H,(x)=F(x)-F;(x)<0 dlakazdego x € [a,b]iF;#F, (1)
co zapisujemy jako X FSD Y.
Zmienna losowa X dominuje zmienng losowa Y i jest to dominacja stochastyczna
stopnia drugiego, gdy spelnione sa nastgpujace warunki [2]:

H,y(x) = j H,(»)dy<0 dlakazdego x < [a,b]iF,#F, Q)

co zapisujemy jako X SSD Y.
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Zmienna losowa X dominuje zmienng losowa Y i jest to dominacja stochastyczna
stopnia trzeciego, gdy spetnione sa nastgpujace warunki [10]:

Hy(x) = j H,(»)dy<0 dlakazdego x € [a,b]iF,#F, 3)

oraz

E(X) 2 E(Y), “

co zapisujemy jako X TSD Y.

Zdefiniowane dominacje stochastyczne sa wykorzystywane do opisu zachowan
decydenta, ktéry ma awersje do ryzyka, charakteryzujacego si¢ wklesta funkcja uzy-
tecznos$ci typu DARA.

Powyzsze dominacje daja nam pewna informacje o preferencjach takiego decy-
denta. Jezeli zachodzi FSD, SSD lub TSD, to mozemy stwierdzi¢, ze dla decydenta X
jest przynajmniej tak dobra jak Y. Mowimy wtedy, ze zachodzi jawna dominacja
stochastyczna.

Odwrotne dominacje stochastyczne SISD (Second Inversed Stochastic Dominan-
ce) oraz TISD1 (Third Inversed Stochastic Dominance 1) zostaly zaproponowane
przez M. J. Goovaertsa [1] w 1984 r., chociaz okreslenie ,,odwrotna”, dla tego szcze-
gblnego rodzaju dominacji, zaproponowal po raz pierwszy, wraz z dominacja TISD2
(Third Inversed Stochastic Dominance 2) K. Zara$ dopiero w 1989 roku [12].

Niech zmienna losowa X bedzie okre$lona na przedziale [a, ] i ma dystrybu-
ante F; oraz zmienna losowa Y bedzie okre§lona na przedziale [a, b] i ma dystry-
buantg F;. Wowczas zmienna losowa X dominuje zmienng losowa Y 1 jest to od-
wrotna dominacja stochastyczna stopnia drugiego, gdy spetnione sa nastgpujace
warunki [1]:

Hy(x) = j H,(»)dy>0 dlakazdego x e [a, b] 5)

oraz

el

= F

gdzie H, to roznica odwrotnych dystrybuant Fl i }7] [9]. Dystrybuanta i odwrotna
dystrybuanta okres$lone sa nastgpujaco:

ff(x)dx=fdﬂ(x)=fdi(x)=1, (6)

a powyzsza dominacjg zapisujemy jako X SISD Y.
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Zmienna losowa X dominuje zmienna losowa Y i jest to odwrotna dominacja
stochastyczna stopnia trzeciego pierwszego rodzaju, gdy spelnione sa nastgpujace
warunki:

H,(x)= j H,(y)dy>0 dlakazdego x € [a,b]oraz F, #F,, (7

co zapisujemy jako X TISDI Y.

Zmienna losowa X dominuje zmienna losowa Y i jest to odwrotna dominacja
stochastyczna stopnia trzeciego drugiego rodzaju, gdy spelnione sa nastgpujace
warunki:

H,(x) = j H,(y)y >0 dlakazdego x € [a,b]oraz F, # F,, (®)

co zapisujemy jako X TISD2 Y.

Zdefiniowane odwrotne dominacje stochastyczne charakteryzuja decydenta ze
sktonnoscia do ryzyka (wypukta funkcja uzytecznosci typu INARA). Jezeli zachodzi
SISD, TISD1 lub TISD2, to dla decydenta X jest przynajmniej tak dobra jak Y, czyli
ze zachodzi jawna dominacja stochastyczna.

W relacjach migdzy zmiennymi losowymi mamy sytuacje jawne — kiedy zaobser-
wowana dominacja jest zgodna z preferencjami decydenta oraz niejawne, kiedy takiej
zgodno$ci nie ma.

Wszystkie mozliwe sytuacje przedstawiono w tabeli 1, gdzie przedzial [a, b] jest
dziedzing poréwnywanych zmiennych losowych. Sytuacje oznaczone gwiazdka *
zaliczaja si¢ do jawnych dominacji stochastycznych. W sytuacjach oznaczonych
w tabeli jako ? nie wiemy, czy prawda jest stwierdzenie, ze X jest przynajmniej tak
dobra jak Y, wigc jest to dominacja niejawna. Kategoria niejawnych dominacji sto-
chastycznych obejmuje rowniez wszystkie sytuacje, gdzie a < 0 < b. Te wlasnie przy-
padki beda wymagaty skonsultowania z decydentem.

Tabela 1
Sytuacje niejawne i niejawne
a<b <0 0<a<b
INARA DARA
XFSDY * *
XSSDY ? *
XTSDY ? *
XSISD Y * ?
XTISD1 Y * ?
XTISD2 Y * ?

Zrédto: [4].
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2. Dominacja probabilistyczna

Opisane sytuacje niejawne moga zosta¢ rozstrzygnigte przez dodanie do analizy
dominacji probabilistycznej.

Zastosowanie relacji dominacji stochastycznych w analizie decyzji ma podstawy
w teorii funkcji uzytecznosci. Czgsto jednak nasze praktyczne zachowania w sytuacji
ryzyka nie sa zgodne z rozwigzaniami teoretycznymi. Teoretycznie rozwigzania moga
by¢ odrzucane w praktyce [9]. Okreslimy dodatkowa relacje — dominacj¢ probabili-
styczna, zdefiniowana w 1982 r. przez C. Wrathera i P.L. Yu [11], ktora wlaczymy do
dalszych analiz.

Niech zmienna losowa X bedzie okreslona na przedziale [a, b] i ma dystrybuante
F; oraz zmienna losowa Y bedzie okre§lona na przedziale [a, b] 1 ma dystrybuantg F;.
Woéwecezas zmienna losowa X dominuje zmienng losowa Y w sensie dominacji proba-
bilistycznej, gdy spetniony jest nastepujacy warunek [11]:

P(X>Y)>p, gdzie Be[0,5:1], )

co zapisujemy jako X PD YIub X S Y.

P(X > Y) jest prawdopodobienstwem takim, ze warto§¢ zmiennej X przewyzsza
wartosci zmiennej Y, a f§ jest miara tego zjawiska. Jezeli f§ jest wigksze od 0.5, to in-
tuicyjnie oznacza to, ze X jest lepsze od ¥ w wigcej niz 50% przypadkow.

Dla dyskretnych zmiennych losowych mozemy tatwo wyliczy¢ prawdopodobien-
stwo takiego zdarzenia, ze warto$ci zmiennej X przewyzszaja wartosci zmiennej Y.

Przyklad 1

Niech zmienne losowe X 1 Y beda takie, ze P(X = 1) = 0,6, P(X = 3) = 0,4 oraz
P(Y=0)=04, P(Y=2)=0,6.

Dla dyskretnych zmiennych losowych wyznaczamy prawdopodobienstwo takich
zdarzen, ze wartosci zmiennej X przewyzszaja wartosSci zmiennej Y. W rozwazanym
przyktadzie beda to P(X = 3) oraz P(X=1]| Y =0), zatem

P(X>Y)=0,4+0,6-0,4=0,64.

Zmienna losowa X dominuje zmienng losowa Y z = 0,64. Metode¢ mozemy prze-
sledzi¢, wykorzystujac wartosci dystrybuant poréwnywanych zmiennych losowych na
rysunku.

Z definicji dominacji probabilistycznej wynika nastgpujaca wlasnos¢ tej relacji:

JCZCll ﬂ1>ﬂ2 1 Xﬂ1Y, to XﬂzY (10)
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Rys. 1. Wyznaczanie wspotczynnika
Zr6dto: opracowanie wlasne

Uwzgledniajac powyzsza zalezno$¢, wprowadzimy nowa warto$¢ dla wyznaczania
dominacji probabilistycznej ™ — maksymalny poziom prawdopodobienstwa, dla
ktorego zachodzi relacja dominacji probabilistycznej pomigdzy dwoma zmiennymi
losowymi. Jest to wielko$¢ charakteryzujaca par¢ zmiennych losowych, a jej wartos$¢
jest stata dla danej pary zmiennych.

Uogolniajac powyzsze rozumowanie, dla dyskretnych zmiennych losowych okre-
slonych na przedziale [a, b] mozemy zapisac, ze

B =) P(X =x,)-P(Y <X,). (11)

Znajac powyzsze prawdopodobienstwo oraz wykorzystujac wspomniana wtasnos¢
dominacji probabilistycznej, przy zatozeniu, ze ™ > 0,5 mozemy ustali¢, ze X S Y
dla wszystkich g € [0,5; ™.

2.1. Parametryczna dominacja stochastyczna

Do definicji dominacji probabilistycznej, omowionej w poprzednim punkcie, do-
laczymy dodatkowy parametr, okreslajacy oczekiwany przez decydenta poziom prze-
wyzszania pomigdzy porownywanymi zmiennymi losowymi. Parametrem tym bedzie
zdefiniowany poziom prawdopodobienstwa (11).
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Przyktadowo, decydenta nie satysfakcjonuje spelnienie warunku P(X> Y) > 0,5,
czyli nie wystarczy, aby X byto lepsze od Y w wigcej niz 50% przypadkow. Zadamy,
aby X bylo lepsze od Y w co najmniej 75% przypadkow, wtedy £ € [0,75; 1].

Wprowadzmy nowy parametr B, ktory opisuje takie sytuacje. Okreslamy zatem do-
datkowo prawdopodobienstwo wymagane przez decydenta. Zdefiniujemy za pomoca 8"
dominacj¢ probabilistyczna — parametrycznga dominacj¢ probabilistyczna PPD.

Niech zmienna losowa X bedzie okre$lona na przedziale [a, ] i ma dystrybuante
F; oraz zmienna losowa Y bedzie okre$lona na przedziale [a, b] i ma dystrybuante
F;: wowczas zmienna losowa X dominuje zmienng losowa Y w sensie parametrycz-
nej dominacji probabilistycznej na poziomie S, gdy spetnione sa nastgpujace wa-
runki:

P(X>7Y)=p, (12)
gdzie
pelBs1]oraz B~ e[0,5;1],

co zapiszemy jako XY lub X PPD Y.
Wykorzystujac wartos¢ okreslona wezesniej
listyczna nastgpujaco:

max

, okreslamy dominacj¢ probabi-

XB'Y, jezeli B> g™ (13)

Dla danych jak w przyktadzie 1 mozemy napisa¢, ze pomigdzy zmiennymi loso-
wymi X 1 Y zachodzi relacja parametrycznej dominacji probabilistycznej wielkosci
parametru ,b’* € [0,5; 0,64].

3. Analiza wielokryterialna

W tej czgdci opracowania zaprezentowano wykorzystanie parametrycznej domina-
cji probabilistycznej PPD do rozwiazywania problemow wielokryterialnych. Wyj-
sciowym podejsciem do zadania wielokryterialnego bedzie model, w ktorym oprocz
dominacji stochastycznych do analizy i opisu niewyraznych preferencji wtaczona
zostata dominacja probabilistyczna. Bgdziemy rozpatrywac¢ zadanie wielokryterialne,
przedstawione przez model 4, X, E (Warianty Decyzji, Kryteria, Oceny) [4].

Rozpatrujemy:

1) skonczony zbior wariantow decyzji 4 = {a,, ay, ..., A},

2) zbior kryteridow X = {xi, x,, ..., X}, ktore sa probabilistycznie niezalezne i spet-
niaja rowniez warunki niezalezno$ci, pozwalajace na zastosowanie addytywnej funk-
cji uzytecznosci,
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3) zbidr ocen wariantow decyzyjnych, wzgledem kryteriow w postaci rozktadéw
E = {X;j} mu, gdzie Xj jest zmienng losowa z funkcja rozktadu prawdopodobienstwa
fi(x). Przedzial zmiennoS$ci zmiennych losowych zwigzany z kryterium x; przedstawi-
my jako [x;,, x;], gdzie x;, to najgorsza warto$¢ kryterium x;, a x;, — najlepsza wartosc.

Wartos¢ kazdej oceny w odniesieniu do kazdego kryterium jest przedstawiona za
pomoca rozkltadu prawdopodobienstwa.

Tabela 2
Model (4, X, E) problemu wielokryterialnego
Kryteria
Warianty X1 Xy e Xj e e Xy
a; SiGenn) Si(xi2) Silxy)) JSi(xin)
a S2(x21) S2(x22) Sa(xy) So(x20)
Am fm(xm 1 ) fm(me) fm(xrﬂ/) fi;z(xnzn)

Zrodto: Martel .M., Zara$ K. (1994).

Dokonujemy wyboru migdzy dwoma wariantami «; i a;, ze wzgledu na kryterium
x; z przedzialu domknigtego [a, b] w sytuacji ryzyka, gdzie:
a = min [min{x;}, min {x}} ],

b = max [max {x;}, max {x;}],

xij € ‘thj)

xlfj eX l; .

Kryteria sa ilosciowe, a ich rozklady prawdopodobienstwa sa znane. PorOwnanie
dwoch wariantow a;,a; € A prowadzi do porownania dwoch wektorow rozktadow.
Z jednej strony, biorac pod uwage hipoteze niezaleznosci, zgadzamy sig, ze to wielo-
kryterialne poréwnanie moze by¢ zdekomponowane na n jednokryterialnych porow-
nan. Z drugiej strony, poniewaz poréwnania te beda dokonywane za pomoca domina-

cji stochastycznych, beda one postaci ,a; jest przynajmniej tak dobra jak a

(&2}
i

w odniesieniu do kazdego kryterium i dla wszystkich par (a;,a;) € A x A.

Poréwnujac dwa rozklady prawdopodobienstwa, mozemy mie¢ rdézne sytuacje de-
cyzyjne, nawet przy ustalonej relacji dominacji stochastycznej i dominacji probabili-
stycznej pomigdzy rozktadami X i Y. Inaczej bedziemy odczytywac preferencje, jezeli
XFSD Y, gdy P(X>Y)=0,9, ainaczej gdy P(X > Y) = 0,1. Dla podkres$lenia rdznicy
migdzy takimi sytuacjami oraz ich opisu Martel i Zara§ zaproponowali zasade¢ pre-
kryterium, ktore rozrdznia silna preferencje P i staba preferencje Q w nastepujacy
Sposob [6]:

1. X P Y, jezeli istnieje x” takie, ze P(X <x*)> f/(1 —a)i— Y SD X,

gdzie S € [0,5;1,0], @ € [0; 1,0) i x* = sup{x/P(X <x) < &t}. (14)



Parametryczna dominacja probabilistyczna ... 137

2. X Q Y, jezeli istnieje x“ takie, ze
PX<x)<p(1-a)i XSDY. (15)
3. X (R u) Y dla wszystkich pozostatych sytuacji. (16)

Jezeli dominacje sa przeciwstawne, wazniejsza jest relacja dominacji stochastycz-
nej i taka relacje¢ klasyfikujemy jako staba.

Przedstawione prekryterium pozwala na wykorzystanie tacznie relacji dominacji
stochastycznych i probabilistycznych.

Korzystajac z zaproponowanej w opracowaniu definicji ™ okreslajacego mak-
symalny poziom przewyzszania mi¢dzy poréwnywanymi zmiennymi losowymi, mo-
zemy relacje silnej (P) i stabej (Q) preferencji zapisa¢ w nastgpujacy sposob:

max

1.XPY, jezeli XPD Y0,5< 8™ i— YSD X. (17)
2.XQY,jezeli ™ <0,5i XSD Y. (18)

Kolejnym krokiem analizy bedzie przejscie do porownan wektorow zmiennych lo-
sowych. Proponowana metoda polega na wyznaczeniu preferencji migdzy wariantami
decyzji osobno dla kazdego kryterium i zbudowaniu globalnej relacji preferencji.
W tym celu nalezy wyznaczy¢ dominacje stochastyczne oraz probabilistyczne przy
ustalonym parametrze f. Nastgpnie wyznaczamy preferencje pomigdzy wszystkimi
wariantami dla wszystkich kryteriow. Aby zbudowac globalna relacj¢ preferencji
pomiedzy wszystkimi parami wariantéw w problemie wielokryterialnym pozostanie-
my przy regule zaproponowanej przez Martela i Zarasia [6]. Kazdemu kryterium

przypisujemy wage w;, w taki sposob, ze Z w, =1, wtedy:
k=1

1. a;> a;, jezeli — ay. Py ay dla wszystkich k (weto) 1 jezeli wpr + wor 2w, (19)
2. a;~ a; dla pozostatych przypadkéow, (20)
gdzie dwie binarne relacje > oraz ~ to odpowiednio preferencja i brak preferencji oraz

wp, jest suma wag dla wszystkich &, dla ktorych a; Py aj.,

wo+ jest suma wag dla wszystkich £, dla ktorych a; Qi aj,
wo- jest suma wag dla wszystkich , dla ktorych aj Q ay.
Aby wariant decyzyjny a; dominowat a;, dla Zadnego kryterium nie moze wystg-

powa¢ prekryterium silnej preferencji P takie ze ay, P a;. Sytuacja taka zostala przez
autoréw okreslona jako weto.
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Zilustrujemy omawiang nowa propozycje modelu wielokryterialnego postugujac
si¢ dwoma przyktadami (2 i 3), gdzie 4 = {a;, a», a3, a4}, X = {x1, X2, X3} oraz
E={Xj}aa.

Przyklad 2

Rozpatrzmy nastepujacy model decyzyjny: znamy oceny czterech wariantow: aj,
), az, 1 ay wzgledem trzech kryteriow. Wagi w modelu sa nastgpujace: w; = 0,5, w, =
0,25, w3 = 0,25. Rozktady wszystkich zmiennych wzgledem kazdego kryterium zapre-
zentowano w tabelach 3-5.

Tabela 3
Kryterium nr 1
ap Di a Di as Di ay Di
1 1,00 1 0,00 1 0,50 1 0,20
2 0,00 2 1,00 2 0,50 2 0,80
Zrddto: dane umowne.
Tabela 4
Kryterium nr 2
a Di ar Di as Di ay Di
1 0,60 1 0,50 1 0,40 1 0,30
2 0,40 2 0,50 2 0,60 2 0,70
Zrddto: dane umowne.
Tabela 5
Kryterium nr 3
a; Di ar Di as Di ay Di
1 1,00 1 0,10 1 0,20 1 0,90
2 0,00 2 0,90 2 0,80 2 0,10

Zrddto: dane umowne.

Dla okreslenia stabej i silnej preferencji migdzy wariantami wyznaczono domina-
cje stochastyczne (tabela 6) oraz warto$ci wspotczynnikoéw S™ (tabela 7).
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Tabela 6
Dominacje stochastyczne
Kryterium nr 1 a; a, as ay
a
a, FSD FSD | FSD
a; FSD
a, FSD FSD
Kryterium nr 2 a; a, as ay
a
a, FSD
as FSD | FSD
a, FSD | FSD | FSD
Kryterium nr 3 a; a, as ay
a
a, FSD FSD | FSD
as FSD FSD
ay FSD
Zrédto: opracowanie whasne.
Tabela 7
Prawdopodobiefistwo g™
Kryterium nr 1 a a, a; ay
a
a, 1,00 0,50 0,20
a; 0,50
a, 0,80 0,40
Kryterium nr 2 a; a, a; ay
a
a, 0,30
a3 0,36 0,30
a, 0,42 0,35 0,28
Kryterium nr 3 a a, a; ay
a
a, 0,90 0,18 0,81
a3 0,80 0,72
a, 0,10

Zro6dto: opracowanie wlasne.

Nastepnie, zgodnie z definicjami (17) i (18), wyznaczane sa prekryteria dla kazdej
pary wariantow wzgledem wszystkich kryteriow (tabela 8), w ostatnim kroku wyzna-
czamy globalna relacjg preferencji (tabela 9).



140 M. ZAWISZA

Tabela 8
Prekryteria
Kryterium nr 1 a a, a; ay
a,
a) P Q Q
as Q
ay P Q
Kryterium nr 2 a; a, a; ay
a
ar Q
as Q Q
as Q Q Q
Kryterium nr 3 a a, a; ay
a,
a, P Q P
a; P P
ay Q
Zrédto: opracowanie whasne.
Tabela 9

Relacje preferencji pomigdzy réznymi wariantami

Preferencje a; a, as ay

4 0 0 0
> > >

@ 1 0,75 | 0,75
> ~ ~

a3 1 | 025 0,25
> ~ ~

da 1 |025 | 075

Zr6dto: opracowanie wlasne.

Relacje preferencji z tabeli 9 zostaly wyznaczone zgodnie z definicjami (19)
1(20). Wartos$ci liczbowe w tabeli przedstawiaja sume¢ wag wp, + wos.

Pomimo faktu, iz dla relacji pomigdzy a4 1 a; suma wag wp. + wy, jest rowna 0,75,
relacja ta nie zostala uwzgledniona przy wyznaczaniu preferencji globalnej, poniewaz
zadziatalo tutaj prawo weta — w relacji pomigdzy a4 1 a3 wariant a; jest silnie domino-
wany w stosunku do wariantu a4 wzgledem trzeciego kryterium.

Globalna relacje¢ preferencji dla przyktadu mozemy przedstawi¢ za pomoca gra-
fu (rysunek 2). Wezty grafu reprezentujq warianty, natomiast tuki reprezentuja za-
obserwowane preferencje. Wezty grafu na rysunku sa rozmieszczone na trzech po-
ziomach. Warianty reprezentowane przez wezly na poziomach z lewej strony
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dominuja warianty reprezentowane przez wezly na poziomach z prawej strony.
Najbardziej na lewo mamy wariant @, co oznacza, ze jest to wariant niezdomino-
wany. Na drugim poziomie znajduja si¢ dwa warianty a; i a4. Warianty te sa zdomi-
nowane przez a,, ale dominuje wariant a,, brak jest natomiast relacji pomiedzy
as1day.

Rys. 2. Globalna relacja preferencji
Zrbdto: opracowanie whasne

W opisanej metodzie duzy wptyw na liczbg preferencji moze mie¢ sytuacja weta
(19). Przypomnijmy, ze aby wariant decyzyjny ¢ dominowat a', dla zadnego kryte-
rium nie moze wystgpowacé prekryterium silnej preferencji P takie ze a; P ;.

Do modelu oméwionego w poprzednim punkcie dotaczymy dodatkowy parametr,
okreslajacy oczekiwany przez decydenta poziom przewyzszania pomigdzy poréwny-
wanymi zmiennymi losowymi 3. Modyfikujemy prekryterium silnej (P) i stabej (Q)
preferencji i zapisujemy je nastgpujaco:

1.XPY jezeliXB'Y B'<f™ i-YSDX,
2.XQY jezeli f™< B i XSDY.

Przyklad 3

Przyjmujemy parametry modelu analogiczne jak w przyktadzie 2. Przyktad ten jest
szczegdlnym przypadkiem, w ktorym B~ = 0,5. Globalna relacja preferencji bedzie
zatem zgodna z rysunkiem 2. Nastgpnie przyjmujemy B~ = 0,9. Dominacje stocha-
styczne oraz wspotczynniki ™ beda wyznaczone analogicznie jak w przyktadzie 2,
prekryteria podano w tabeli 11. Wyznaczono tylko jedna relacje silnej preferencji
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P pomigdzy wariantami a, i a; wzgledem pierwszego kryterium. Jest to jedyny przy-
padek, w ktorym B° < ™.

Tabela 10
Prawdopodobienistwo g™
Kryterium nr 1 a; a, as ay
a
a, 1,00 0,50 0,20
as 0,50
a, 0,80 0,40
Kryterium nr 2 a; a, as ay
a
a, 0,30
as 0,36 0,30
a, 0,42 0,35 0,28
Kryterium nr 3 a; a, as ay
a)
a, 0,90 0,18 0,81
as 0,80 0,72
a, 0,10
Zr6dto: opracowanie whasne.
Tabela 11
Prekryteria
Kryterium nr 1 a; a, as ay
a)
a p Q Q
as Q
ay Q Q
Kryterium nr 2 a; a, a; ay
a)
a Q
as Q Q
a, Q Q Q
Kryterium nr 3 a; a, as ay
ai
a, P Q Q
as Q Q
ay Q

Zrbddto: opracowanie wiasne.
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Wszystkie silne preferencje wzgledem kryterium 3, w poréwnaniu z przyktadem 3,
zmienity si¢ na stabe (tabela 11). Spowodowato to zanik weta, ktorym byla silna pre-
ferencja pomigdzy wariantami a; i a4 wzgledem trzeciego kryterium.

Tabela 12
Relacje preferencji pomigdzy wariantami
Preferencje a, a, a; ay
a ~ ~ ~
253 > > >
as > ~ ~
ay > ~ >

Zr6dto: opracowanie wlasne.

Wariant decyzji a, nadal pozostaje niezdominowany, ale wyjasniona zostata rela-
cja pomiedzy a4 1 a;, wskutek czego otrzymaliSmy zupeine uporzadkowanie warian-
tow (rysunek 3).

Rys. 3. Globalna relacja preferencji dla £'=0,9
Zrbdto: opracowanie whasne

Z przedstawionych analiz wynika, ze poprzez zwigkszenie wartosci f zmniejszamy
liczbe zweryfikowanych dominacji probabilistycznych o te, dla ktérych prawdopodo-
bienstwo ™ jest mniejsze od wartosci S Czeéé prekryteridw, wyznaczonych jako
silna preferencja, zmieni si¢ na staba preferencjg, co w przypadku przeciwstawnych
kryteriow moze ograniczy¢ liczbe zaobserwowanych sytuacji weta, przez co zwigkszy¢
liczbe wyjasnionych relacji preferencji w globalnej relacji preferencji.
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Podsumowanie

Parametryczna dominacja probabilistyczna umozliwia pomiar sity dominacji.
Wprowadzenie parametru B~ do definicji dominacji probabilistycznej pozwala na
okreslenie sity dominacji, ktorej progiem nie musi by¢ warto$¢ 0,5, lecz dowolna
wielko$¢ z przedzialu od 0,5 do 1. Parametryczna dominacja probabilistyczna, dzigki
wlasnosci dominacji probabilistycznej, moze by¢ wykorzystana do ograniczenia licz-
by zaobserwowanych relacji migdzy rozktadami. Relacja dominacji probabilistyczne;j
bedzie zachodzita dla pary rozktadéw, dla ktorych g™ = 0,6, poniewaz g™ > g
=0,5. Natomiast parametryczna dominacja probabilistyczna, przykladowo dla " =
0,7, juz nie bedzie zachodzita, gdyz ™ < B°. Ta wlasno$¢ parametrycznej dominacji
probalistycznej zostata wykorzystana do modyfikacji metody wielokryterialnego
wspomagania decyzji.

Zaproponowana modyfikacja w modelu wielokryterialnym AXE pozwala na wy-
znaczenie wigkszej liczby relacji miedzy wariantami, a przez to okreslenie bardziej
adekwatnej globalnej relacji preferencji. Daje to mozliwo$¢ zbudowania globalnej
relacji preferencji, odpowiadajacej celom i preferencjom decydenta. Ustalenie warto-
§ci B na poziomie 0,5 powoduje, ze globalna relacja uwzglednia dominacje stocha-
styczne i dominacje probabilistyczna. Parametr B blizszy jednosci spowoduje
zmniejszenie liczby zaobserwowanych dominacji probabilistycznych, wowczas osta-
teczne uporzadkowanie zostanie zbudowane w oparciu o zaobserwowane dominacje
stochastyczne. Zwigkszanie B nie powoduje zmiany liczby prekryteriow. Moze za-
mienia¢ jedynie istniejace prekryteria z silnych preferencji P na stabe preferencje Q.
Przyjecie parametru " na poziomie 1 spowoduje zamiane wszystkich silnych prefe-
rencji na stabe. Wyeliminuje to z analiz wszystkie sytuacje weta (19). Zmieniajac
zatem warto$¢ parametru 8 w modelu uwypuklamy albo dominacje stochastyczna
(odnoszac sig do postaw decydenta wobec ryzyka), albo dominacje¢ probabilistyczna.
Opisany model analizy wielokryterialnej wykorzystujacy parametryczna dominacje
stochastyczna — parametr ° — jest nowa metoda, faczaca dwa poprzednie podejscia
zaproponowane przez K. Zarasia i J. Martela, model oparty wytacznie na dominacjach
stochastycznych [4]: oraz model wykorzystujacy dominacje stochastyczne i domina-
cje probabilistyczna [6].
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Parametric probabilistic dominance — multicriteria model

The paper shows the chosen elements of stochastic dominance and probabilistic dominance theory, as
well as their utilization in multicriteria decision support problems.

First part of this work contains the definitions of stochastic dominations. Second part contains the
most essential part of the paper. It describes the probabilistic dominance definition and its modification
made by author. Using the property of probabilistic dominance author proposes ™, which defines the
maximum level of probability. Next author defines the Parametric Probablistic Dominance PPD using the
L™ as well as new parameter — 8 which allows to chose the strength of the domination.

The last, third part of the study shows the utilization of parametric probabilistic dominance to solve
multicriteria decision support problem. By changing the value of parameter £” in our multicriteria model
we can put more strength on the stochastic dominance, or on the probabilistic dominance.

Keywords: probabilistic dominance, parametric probabilistic dominance, stochastic dominance, multi-
criteria analysis



